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Poglavlje 1

Primjene odre�enog integrala

1.1 Povr²ina ravninskog lika

Za dani ravninski lik ome�en krivuljama y = f(x) i y = g(x) te pravcima x = a
i x = b treba odrediti njegovu povr²inu P (vidi sliku). Koristimo £injenicu da je
povr²ina tog lika jednaka razlici povr²ina lika ome�enog pravcima x = a, x = b,
osi x i krivuljom y = f(x) te lika ome�enog s x = a, x = b, osi x i krivuljom
y = g(x). Zaklju£ujemo:

P =
∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

g(x)dx,

tj.

P =
∫ b

a

(f − g)(x)dx.

Ova jednostavna formula temelj je ra£una povr²ina ravninskih likova gore opisanog
tipa.

Slika 1.1: Povr²ina P jednaka je razlici povr²ina odre�enih grafovima Γf i Γg

Gornja formula vrijedi i u slu£aju da nije f(x) ≥ 0 i g(x) ≥ 0 za sve x ∈ [a, b],
ali uz uvjet da je f(x) − g(x) ≥ 0 za sve x ∈ [a, b]. Naime, prema slici je o£ito
da moºemo translatirati krivulje Γf i Γg duº y−osi koliko je potrebno (recimo
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za neku veli£inu m) do situacije sa slike 2.1., na kojoj su sve vrijednosti funkcija
f i g na intervalu [a, b] nenegativne (vidi sliku 2.2.). Naime, tada se povr²ina P
koju traºimo o£ito ne¢e promijeniti, a moºemo primijeniti poznatu formulu:

P =
∫ b

a

[f(x) + m]dx−
∫ b

a

[g(x) + m]dx =
∫ b

a

(f − g)(x)dx.

Dakle, moºemo primijeniti ve¢ postoje¢u formulu £ak i u slu£aju da nisu sve
vrijednosti podintegralnih funkcija na intervalu integracije nenegativne.

⇓

Slika 1.2: Formulu razlike povr²ina moºemo primijeniti i na funkcije kojima nisu
sve vrijednosti na integracijskom podru£ju nenegativne.

Primjer 1

Izra£unajte povr²inu podru£ja ograni£enog s y = 4− x2 i y = x2 − 2x.

Rje²enje:

Grafovi ovih funkcija ome�uju lik (ozna£imo mu povr²inu s P ) odre�en
to£kama presjeka ovih krivulja, a to su to£ke s apscisama x1 = −1 i x2 = 2
− vidi sliku. Ozna£imo f(x) := 4 − x2 ("gornja funkcija"), g(x) := x2 − 2x
("donja funkcija").
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Sada je

P =
∫ 2

−1

(f − g)(x)dx =
∫ 2

−1

(−2x2 + 2x + 4)dx =

= (−2
3
x3 + x2 + 4x)|2−1 = 9.

Primjer 2

Izra£unajte povr²inu P ome�enu krivuljama y2 = x i y = x− 2.
Rje²enje:

Formula koju smo do sada primjenjivali podrazumijevala je da funkcije £iji
grafovi ome�uju ravninski lik £iju povr²inu traºimo moºemo eksplicitno napisati
u integracijskoj varijabli. Ovdje moramo uo£iti da krivulja y2 = x ima dva
kraka (dvije mogu¢nosti za eksplicitni zapis), f1(x) :=

√
x i f2(x) := −

√
x. Ako

nacrtamo sliku, vidjet ¢emo da uz kori²tenje ovako zapisanih podintegracijskih
funkcija moºemo primijeniti poznatu formulu.

Vrijedi:

P =
∫ 1

0

(
√

x− (−
√

x))dx +
∫ 4

1

(
√

x− (x− 2))dx =

= 2(
x

3
2

3
2

)|10 + (
x

3
2

3
2

− x2

2
+ 2x)|41 =

9
2
.

Me�utim, postoji i jednostavniji na£in da se ovaj zadatak rije²i. Naime, ako
ve¢ ne moºemo iz y2 = x dobiti eksplicitni izraz za y kao funkciju od x, moºemo
obratno − eksplicitno izraziti x pomo¢u y: x = y2. Tako�er, iz y = x− 2 izlazi
x = y + 2, a iz slike je odmah vidljivo da je integraciju po varijabli y lak²e
provesti, jer "gledano sa strane osi y" vidimo da se radi o dvjema funkcijama u
varijabli x koje na intervalu integracije (sada zadanom donjom granicom y = −1
i gornjom granicom y = 2) poprimaju samo nenegativne vrijednosti, pa imamo

P =
∫ 2

−1

(y + 2− y2)dy = (−y3

3
+

y2

2
+ 2y)|2−1 =

9
2
.

Sada moºemo napisati jo² jednu formulu: za funkcije f i g zadane u varijabli
y na intervalu [c, d] povr²ina P lika ome�enog krivuljama Γf i Γg te pravcima
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y = c i y = d je dana s

P =
∫ d

c

(f − g)(y)dy.

Ponekad je pri rje²avanju zadataka s povr²inama pogodnije pre¢i na po-
larne koordinate, kao u sljede¢em primjeru. Ako pritom ra£unamo povr²inu lika
odre�enog krivuljama r = r1(ϕ) i r = r2(ϕ) te rubnim polupravcima integraci-
jskog podru£ja ϕ = ϕ1, ϕ = ϕ2, koristit ¢emo sljede¢u formulu:

P =
1
2

∫ ϕ2

ϕ1

(r1
2 − r2

2)dϕ.

Za vjeºbu ¢emo rije²iti pomo¢u ove formule i jedan zadatak koji se ina£e
moºe lako rije²iti elementarnim metodama.

Primjer 3

Koriste¢i odre�eni integral izra£unajte povr²inu P odre�enu krivuljama zadanim
jednadºbama x2 + y2 + 8x = 0, x2 + y2 + 4x = 0.

Rje²enje:

Nakon ²to transformiramo jednadºbe ovih krivulja vidimo da se radi o kruºni-
cama:

x2 + y2 + 8x = 0 / + 16 ⇒ (x + 4)2 + y2 = 42

x2 + y2 + 4x = 0 / + 8 ⇒ (x + 2)2 + y2 = 22,

i to kruºnicama sa sredi²tima u (−4, 0) i (−2, 0) te radijusima r1 = 4 i r2 = 2,
redom.

Transformirajmo ove jednadºbe u polarni oblik kori²tenjem formula
x = r cos ϕ, y = r sinϕ. Dobiva se:

r1 = 8 cos ϕ za prvu kruºnicu i

r2 = 4 cos ϕ za drugu kruºnicu.

Treba jo² odrediti granice integracijskog podru£ja. Sa slike se vidi da je
ϕ1 = π

2 , ϕ2 = 3π
2 , pa je

P =
1
2

∫ 3π
2

π
2

((8 cos ϕ)2 − (4 cos ϕ)2)dϕ = 24
∫ 3π

2

π
2

cos2 ϕdϕ =

= 24
∫ 3π

2

π
2

cos 2ϕ + 1
2

dϕ = 24 · 1
2
(
sin 2ϕ

2
+ ϕ)|

3π
2

π
2

= 12π.
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Primjer 4 Koriste¢i odre�eni integral izra£unajte povr²inu P odre�enu krivul-

jama zadanim jednadºbama x = 0, y = arctan
(

1
x

)
, y = π

4 .

Rje²enje:

Prvo skiciramo zadane krivulje i uzmemo u obzir
limx→∞ arctan

(
1
x

)
= 0 (jer 1

x ide u nulu) te limx→0 arctan
(

1
x

)
= π

2 (jer 1
x ide

u +∞) Sada je povr²ina dana s (radi se o nepravom integralu):

P =
∫ 1

0

(
arctan

(
1
x

)
− π

4

)
dx = lim

a→0

∫ 1

a

(
arctan

(
1
x

)
− π

4

)
dx =

= lim
a→0

(
x arctan

(
1
x

)
+

1
2

ln(1 + x2)− π

4
x|1a

)
=

= lim
a→0

(
π

4
+

1
2

ln 2− π

4
− a arctan

(
1
a

)
− 1

2
ln(1 + a2) +

π

4
a

)
=

1
2

ln 2

pri £emu smo uzeli u obzir da je

∫
arctan

(
1
x

)
dx =

u = arctan
(

1
x

)
dv = dx

du = − 1
1+x2 v = x

= x arctan
(

1
x

)
+

∫
x

1 + x2
dx =

= x arctan
(

1
x

)
+

1
2

ln(1 + x2)

i

lim
a→0

a arctan
1
a

= 0 · π

2
= 0

Zadatak 1 Izra£unajte povr²inu lika ome�enog krivuljama:

(1) y = x2, y = 4x

(2) y = x2 − 1, y = 4|x| − 5

(3) y = x(x− 1)(x− 2) i x−osi.

(4) y = π
6 , y = arcsin 1

x

(5) y = x2, y = x3 − 2x
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(6) x2 + y2 = 2x + 2y i nejednakostima x ≥ 0, y ≥ 0

(7) 4x2 − 7y2 = 20, 4y2 − x2 = 4

(8) 4x2 + y2 = 4, x2 + 4y2 = 4

(9) y = x arctanx3, y = π
4 |x|

1.2 Volumen rotacijskog tijela

Graf funkcije f rotiramo oko x−osi. Postavlja se pitanje: koji je volumen V
tijela dobivenog rotacijom lika odre�enog dijelom grafa funkcije f te pravcima
x = a, y = b i x− osi (vidi sliku)?

Odgovor daje sljede¢a formula:

Vx = π

∫ b

a

f(x)2dx.

Me�utim, postoji formula i za rotaciju lika odre�enog grafom funkcije f na
intervalu [a, b] na x−osi oko y−osi. Ta formula glasi:

Vy = 2π

∫ b

a

xf(x)dx.

Tako�er, ako imamo funkciju x = g(y) (gdje je x eksplicitno izraºen preko
y) i rotacijski interval [c, d] na y−osi te rotiramo oko y − osi, imat ¢emo:

Vy = π

∫ d

c

g(y)2dy.

Ako rotiramo lik odre�en grafom funkcije f na intervalu [c, d] na y−osi oko

x−osi, imat ¢emo formulu

Vx = 2π

∫ d

c

g(y)ydy.

Saºeto ove £etiri formule moºemo pregledno iskazati jednom tablicom:
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integr. po ↓ / rot. oko → x−osi y − osi

[a, b] na x−osi Vx = π
∫ b

a
f(x)2dx Vy = 2π

∫ b

a
xf(x)dx

[c, d] na y−osi Vx = 2π
∫ d

c
g(y)ydy Vy = π

∫ d

c
g(y)2dy

Tako�er, imamo i formulu za volumen rotacijskog tijela koje je dobiveno
rotacijom podru£ja izme�u dviju krivulja. U tom slu£aju koristimo sli£ne for-
mule kao u gornjoj tablici, uz primjenu modela iz dijela o povr²ini podru£ja
ome�enog dvjema krivuljama. Npr. za volumen V tijela nastalog rotacijom po-
dru£ja ome�enog krivuljama y = f1(x) i y = f2(x) na intervalu [a, b] oko x−osi
koristimo formulu

V = π

∫ b

a

(f1(x)2 − f2(x)2)dx

i sli£no za ostale formule.

Primjer 5

Izra£unajte volumen tijela nastalog rotacijom oko x−osi lika ome�enog parabolom
y2 = 4x i pravcem x = 1.

Rje²enje:

Na²a funkcija nije eksplicitno izraºena preko integracijske varijable x, ali to
formula niti ne zahtijeva: imamo y2 = f(x), ²to je upravo izraz koji se traºi u
formuli.

O£ito je sa slike da moramo koristiti formulu za integraciju duº intervala
[0, 1] na x−osi za rotaciju oko x−osi, pa imamo

Vx = π

∫ 1

0

y2dx = π

∫ 1

0

4xdx = 2π(x2)|10 = 2π.

Ponekad se zadaje rotacija oko pravaca paralelnih s x−osi, odnosno s y−osi.
U tom slu£aju primjenjujemo iste formule, ali moramo izvr²iti translaciju cjelokupnog
koordinatnog sustava, kao u donjem primjeru.

Primjer 6

Izra£unajte volumen V tijela nastalog rotacijom oko pravca x = 3 lika
ome�enog parabolom y = 4− x2 i x−osi.

Rje²enje:
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Rotacija oko pravca x = 3 zna£i da ¢emo zahtijevati da u to£ki Õ(3, 0)
bude ishodi²te novog koordinatnog sustava (Õ, x̃, ỹ) £ija je veza sa starim dana
s x̃ = x−3, ỹ = y. Tako u novom koodinatnom sustavu to£ka (3, 0) (zapisana u
starom sustavu) postaje (0, 0). Formulu za volumen primijenit ¢emo u odnosu
na novi sustav. To zna£i da trebamo napisati nove granice integracije, novu
podintegralnu funkciju i novi diferencijal u skladu s gornjim transformacijskim
formulama (x, y) → (x̃, ỹ).

Kako se radi o rotaciji oko pravca x = 3, a to je pravac paralelan s y−osi,
rije£ je u biti o rotaciji oko novonastale ỹ−osi, pa primjenjujemo formulu za Vy.

Jo² se trebamo odlu£iti koju ¢emo integraciju koristiti. S obzirom da se
transformacijom koordinatnog sustava ne mijenjaju y−koordinate (jer je ỹ = y),
a samim time niti diferencijal, koristit ¢emo za integraciju duº ỹ−osi.

Volumen V izrazimo kao razliku volumena V1 i V2 koji se dobiju rotacijom
redom lijevog, odnosno desnog kraka parabole oko ỹ−osi. O£ito je jo² preostalo
samo da funkcijski izrazimo lijevi i desni krak u novim koordinatama, i to u
smislu ovisnosti x̃ o ỹ (jer integriramo duº ỹ−osi).

Lijevi krak: u starim koordinatama rije£ je funkcijskoj vezi x = g1(y) =
−
√

4− y, a kako je x = x̃ + 3, y = ỹ, u novim koordinatama veza glasi g1(ỹ) =
−
√

4− ỹ − 3.
Desni krak: sli£no kao za lijevi krak u starim koordinatama imamo x =

g2(y) =
√

4− y, a u novim g2(ỹ) =
√

4− ỹ − 3.
Ra£unamo sada volumen:

V = V1 − V2 = π

∫ 4

0

(g1(ỹ)2 − g2(ỹ)2)dỹ =

= π

∫ 4

0

((−
√

4− ỹ − 3)2 − (
√

4− ỹ − 3)2)dỹ =

= 12π

∫ 4

0

√
4− ỹdỹ = 8π

= 64π.

Primjer 7

Trokut zadan vrhovima A(2, 2), B(5, 3), C(2, 4) rotira oko y−osi. Odredite
volumen V nastalog tijela.

Rje²enje:

Sa slike vidimo da se radi o trokutu simetri£nom obzirom na pravac y = 3, pa
volumen V moºemo ra£unati kao dvostruki volumen V1 lika nastalog rotacijom
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"donje polovice" trokuta odre�ene s dva pravca: prvi pravac prolazi to£kama A
i B (pravac y = 3x− 4), a drugi to£kama A i P (pravac x = 2).

"Gornja" funkcija (gledano s y−osi) dana je s x = g1(y) = y+4
3 , a "donja" s

x = g2(y) = 2. O£ito je integracijsko podru£je dano s y1 = 2, y2 = 3, pa imamo

V = 2V1 = 2π

∫ 3

2

(g1(y)2 − g2(y)2)dy =

= 2π

∫ 3

2

((
y + 4

3
)2 − 4)dy =

2π

3
(
y3

3
+ 4y2 + 4y)|32 =

182
9

π.

Zadatak 2

(1) Podru£je odre�eno krivuljama y2 = x, 3y2 = 2(x + 2) rotira oko x−osi.
Izra£unajte volumen tako dobivenog tijela.

(2) Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika odre�enog sa sinx+1 ≤
y ≤ 1, π ≤ x ≤ 2π oko x−osi.

(3) Na�ite volumen tijela nastalog rotacijom kruºnice x2 + (y − b)2 = a2 oko
osi x (b > a).

(4) Izra£unajte volumen tijela nastalog rotacijom krivulje x2 + y2 = 2x + 2y
oko x−osi.

Zadatak 3

(1) Izra£unajte volumen tijela nastalog rotacijom podru£ja (x − 1)2 ≤ y ≤√
x− 1 oko y−osi.

(2) Izra£unajte volumen tijela nastalog rotacijom podru£ja y ≤ x ≤ 5y, y2 ≤
6− x oko osi y.

(3) Izra£unajte volumen tijela nastalog rotacijom podru£ja 3
5π |x| ≤ y ≤ | sinx|

oko y−osi.

(4) Izra£unajte volumen tijela nastalog rotacijom podru£ja zadanog nejed-
nadºbama 1 + sin x ≤ y ≤ 1, π ≤ x ≤ 2π oko y−osi.
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(5) Skup odre�en krivuljama x2 + y2 = 2x, y = 2x, y = x/
√

3 rotira oko
y−osi. Izra£unajte volumen dobivenog tijela.

(6) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom podru£ja y2 ≤ (2 − x)(4 + x)
oko y osi.

(7) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom krivulje (y − 2)2 = x(4 − x)
oko y−osi.

Zadatak 4

(1) Izra£unajte volumen tijela nastalog rotacijom podru£ja 0 ≤ y ≤ sinx,
x ∈ [0, π] oko pravca y = 2.

(2) Izra£unajte volumen tijela nastalog rotacijom podru£ja −1 ≤ y ≤ sinx
x ∈ [0, 2π] oko pravca y = 2.

(3) Lik odre�en krivuljama y =
√

x, y = x, x ∈ [0, 4] rotira oko pravca x = 1.
Izra£unajte volumen tako dobivenog tijela.

(4) Odredite volumen tijela nastalog rotacijom krivulje y2 = x(4 − x) oko
pravca x = 1.
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